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Chapitre 6. 

Séries de Fourier. 

I - Séries trigonométriques. 
Définition 1. 

On appelle série trigonomé trique réelle, toute série de fonctions de la forme : 

•a 

— + } û„ cos{nù)x) + b n s\n(n<ox) (1 ) 

■=1 

avec x ç R, ç.' > u , t>„, l\, e R, pour tout n dans IN. 

Le problème est de déterminer l'ensemble A tel que la série (1) soit convergente pour tout 

Remarque. 

Supposons que la série (1) converge et posons 

Sachant que pour tous ri e N et À' e Z : 

cos (na>(* + 2*n/a>» = costyiax + 2nfcn) = cos(Ma)x) 

sin (nw(* + 2Jtn/â>» = sin(wàu- + 2#tfen) = sîn(n&>*}. 

Alors la série (1) converge en tout point de la forme x ■+ , k € Z. 

Si la série (1) converge dans K, on aura f{x) m flx+ — 1 et par suite la fonction / est 

périodique de période T = 2Ttfu). ( 

En conclusion, les propriétés suivantes sont équivalentes ; 

i) La série trigonomé trique (1) converge dans R 

it) La série trigonomé trique il) converge dans [Q,2nfw\ . 

iii La série trigonomé trique (1) converge dans [a, a •+ 2n/û>], V« € R 

Proposition 1. 

Si les séries numériques (V "«) et (7^ M S "* absolument convergentes 
alors la série trigonométrique (1) est normalement convergente sur R; donc 
absolument et uniformément sur R 

Preuve : 

C'est évident puisque (d n co«(iititv) + b„ sin(nour)| £ Kl + \b„\. 
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Proposition 2. 



Si les suites numériques {a„ ) et &.,) sont décroissantes et tendent vers 0, alors 
la série Irigonomé trique (1 ) esl convergente pour x # — où k é Z. 



a 

Preuve C'est une application directe du résultat sur les séries numériques d'Abel pour un x fixé. 
La première hypothèse n'est pas vérifié pour x= 2kn/ro. Le reste est valable. 

Calcul des coefficients de la série trigonométrique (cas réel) 

Mettons nous dans les conditions de convergence uniforme de la série trigonométrique 

(1) et posons /(x) = ^ + Y fa CosQtm) + k sinftfc'i)). Alors 

/(x)cos(hû>*) = — cos(ïiûix) + V \a k cos(*uix)cos(na>x) * h sin(Jt<i>x)cosOm'X)| 



f(x)ain(nûtx) = -j sin(«ûir) + V |fftCos(fca>x)sin(H<io;) + ftisin(tair)sin(Ha>j)| 



La convergence uniforme nous permet d'avoir : 

•On/*- . .Jfl/i.' » r&tj* 

• I /(x)cos(nau:)dx = -^ I cos(ii«i>xVir + V a k I œs(ktox) cos(uù>x)dx 

+ / fct I sinfltaw) ço5(nû>x)dr. 
fa 1 «'0 

• / /(x)sin(it&n;>£r = yl 8in(;;ai.T)ri[r + ^fl| I cos(foi»x)sm(pf«ï>x)rfx 






sin(tatf ) sïn(w*».r)eiï. 



Or, on a 



f cos(*aw)cos(Hwrïd* = { J S | * * " 

J U/û» si k=u 

t* 3 "'*' n ^ ■* 

sin(Aûarïsin(iiûa)iir = I , . , 

I * # \ /■" J M/O» Jîl A: = »l 

I cos(jrûor)sin(JtûJx)dj = 0. 



On déduit alors les «efficients par les expressions suivantes : 

fit f*** 

a " = ~ I /( r ) cos(nû.>.r)*tr 



& u =— I /(r)sin(iifc>*)rfr. 
71 .'o 



Ces expressions son! valables même pour M = 0, 
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Le mme 1. 

Soit/ une fonction périodique de période T > Oetintégrable dans l'intervalle 
|0, TJ. Alors pour tout a € R, on a f(i)dt = I f(t )dt. 

JO Ja 

Moyennant ce kmmt», les cceffidents peuvent s'écrire : 

a*~ — I /C.t)cos(Hûtf)iir d - [ /(*) cos(n<UY)ffr VneR. 

fc„ = — I /(^)sin(;ia«')ilt = — J fix)sin{iuox)dx; YctER. 

En particulier si a< = 1, cas des fonctions 2n-périodique; 

1 f" 3 * 1 r™ 

«m = — [ /(x)cos(hj)(/x = — j /(ï)cos(/ir)dr. 

K = -l f{x)sixi(nz)dx = ~ I f(xHin(iu)dx. 

« Jo n J-m 

Il - Séries de Fourier 

Dans cette partie, on ne va considérer que les fonctions de période 2n. A chaque fois on 
précisera les formules, pour une période quelconque. 

Soit / : Rh R une application périodique de période T = 2n. On suppose que j |/(J)|tfr 
converge sur un intervalle / = («, <ï + 2n] de longueur 2n, V<ï e R 

Définition 2. 

On appelle série de Courier associée à /, la série trigonométrique 

tu 

ffu V" 1 



avec «t. = — 



1 z" 2 " i r 2 " 

«=- I /(x) cosÏMxJrfx et b„ = — J /(ï)sin(ïu:)dj 



Deux questions se posent : 

1. La série de Courier associée à /est-elle convergente? 

Z En cas do convergence, peut-on dire que la série converge vers / ? 
Rappelons la notion de discontinuité de première espèce. 



Définition 3. 

Une fonction / admet une discontinuité de première espèce en un point a,, si les limites 
à droite et a gauche de x existent. (Celles-ci ne sont pas forcément égales sauf en cas de 
continuité.) 
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Théorème 1. (Dirichlet) 



Soit f : R t-* R une fonction périodique de période T = 2n satisfaisant aux 
conditions suivantes (appelées conditions de Dirichlet) : 

Dl) Les discontinuités de/ (si ellesexistent) sont de première espèce et sonten 
nombre fini dans tout intervalle fini. 

D2) / admet en tout point une dérivée à droite et une dérivée à gauche. 

Alors la série de Courier associée à / est convergente et on a : 

Jrit 



■y + y\ K cos(nr) + b n sin(wx)] 



f(x) si / est continue en X 

/(j + 0) + /(j-0) ._ .. 

si / est discontinue en x 

De plus la convergence est uniforme sur tout intervalle où la fonction / est 

continue. 



Les notations f(x + 0) et f(x - 0) représentent respectivement les limites à droite et à 
gauche de / au point jt. 

Remarque 11 y a un autre théorème équivalent au théorème de Dirichlet dû à Jordan. 
Théorème 2. (Jordan) 



Soit/ : R *-> R une fonction périodique de période T = 2n satisfaisant aux 



conditions suivantes : 

Jl) il existe M > tel que [f(x)\ < M (i.e / est bornée) 

J2) On peut partager l'intervalle [rt,rt + 2rr] en sous-intervalles [omtjI, 
I rt 2* rt 3["v l rt n-i/ rt n|/ avec rtj = a et rt„ = a + 2n tels que la restriction 
soit monotone et continue. 



f \ 



MmI 



Alors la série de Courier associée a / est convergente et on a : 



"o 



f(x) 



si / est continue en x 



f(x + 0)+f(x~0) 

;-* si / est disconhnue en x 

De plus, la convergence est uniforme sur tout intervalle où / est continue. 
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Remarque. 

Nous allons étudier quelques cas particuliers. Rappelons d'abord quelques propriétés. 
/ : (-*,*'] •-» R une fonction intégrable sur [-Je, Je], 

Si /est paire alors l /<x)dx = 2 f f{x)âx. 

Si / est impaire I f(x)dx = 0. 

Si f est dé veloppable en série de Courier : 

a) Si /est paire: 

• a " = Z I /(*)cos(Kx)dx= - f f(x)cos(Hx}dx 

71 J-n H ,/o 

car la fonction x h* /(r)cos(fa) est paire. 

• b n = car la fonction x m /(x) sin(rix) est impaire 

b) Si / est impaire : 

• (ï„ = car la fonction, x •-• f(x) cos(wx) est impaire. 

i r n 2 f* 

• b « = ~ I /W«l«Wfc«- I /(x)sin(Hx}dx 
car la fonction x'»-» /(x) sin(rix) est paire- 
Résumé. 

/ fonction paire : 

2 r* 

«rr = - | /(x)COS(nX>*X, 

b, =0, Vn € M. 

/ fonction impaire : 

a n = 0, y» € IM. 

2 f" 
^» = - I fMsin(nx)dx. 

71 Jo 

Exemples. 1) 

Soit/ :) - n, 7i | •-# K une fonction périodique, T = 2tt définie par/(x) = x 

1. Les discontinuités de / sont les points de la forme x k = (2* + 1)7ï, k G Z et sont de 
première espèce car J{n + 0) = tï et /(n - 0) = -n 

2. f est partout déri vable sauf aux points x*. En ces points nous avons : 

lira MzW = letlim /frww = , 

J — *" X-7T x— .*• X-7I 

/ vérifie les conditions de Dirichlet, donc développable en série de Courier, 
/est impaire donc a =a„ = et b n = I f xsin(ttx)<*r = - C xs \t\(nx)dx = 2^— etpar 



suite 



/(ar)=2 LMr" sin( " x) 
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2) 

Soit / : |-n, ni •-» R une fonction de période T = 2n, définie par/(*) = |x|. 

1. Ona(fW|<n 

2. j\\. nQ \ est décroissante continue et/|, anl est croissante continue. 

/ satisfait les conditions du théorème de Jordan donc développable en série de Courier. De 
plus / est paire, ce qui nous donne l\, = 0. 



î r 2 r" 

ji_ = - I n|r|cos(Hx)dr = — xcos(HX)d.r = 
w J-. n .'•» 



s/ h par 

4 

— - si ri impair 
un 2 * 



ri v n V cos(2m + 1)x 
La série de Courier converge alors vers / et on a /(x) = — - ^ _, . 

Puisque / est continue, la convergence est uniforme. 

Remarquons enfin que l'égalité /(0) = se traduit par — = - V ^ - 3 et par conséquent 

Si T ! 

g ~ jL(2m+1) 2 * 

Une dés particularités des séries de Courier est le calcul des sommes de certaines séries 
numériques. 

Développement en séries de Fou rie r pour les fonctions non périodiques 

Il est clair que le développement en série de .Courier se pratique sur les fonctions pério- 
diques. Cependant, il est possible, dans certains cas, de faire de tels développements pour 
des fonctions quelconques. 

Soit/ : [a, b] *-* R une fonction non périodique définie sur l'intervalle [a, b]. Soit s:KhR 
une fonction périodique de période T >b-a telle que la restriction g\ = f. Si g satisfait 



les conditions de Dirichlet, on aura : 

00 

£<*) = y + Y* K cos(naar) 4 b a sin(na»x)J 
n=i 
. avec a» et b,, les coefficients de Courier associés à.g. La somme de cette série coïncide partout 
avec / dans l'intervalle \a, b] sauf peut-être aux points de discontinuités de /. 

Remarque. 

Soit/ :10, i[ir* Rune fonction quelconque, et t > 0. On suppose que /peut-être prolongée Sur 
] - f, 0| et que les conditions de Dirichlet ou de Jordan soient satisfaites. Dans ce cas, on a le 
choix sur ce prolongement. On peut choisir soit un prolongement pair soit un prolongement 
impair pour éviter les longs calculs des «efficients. 

Exercice. 

Donner une série de Fourier de période 2n qui coïncide sur ]0, n[ avec la fonction /(x) = e*. 
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Solutions. 



Ici on ne précise que l'intervalle où la série de uFburier coïncide avec /, c'est à dire )0, n[. 
Comme la période de la série de Courier est 277, il y'a alors une infinité de réponses; 
examinons trois cas différents. 

Notons / , * = 1, 2, 3, le prolongement de / à R tout entier. /, sera une fonction de période 
2ti qui vaut exactement e 1 pour tout x dans jO, 7i(. 



a) Choisissons un prolongement pair et posons : f\{x) = j , 



si X GjO, 7l[ 

si x€) -71,01 
On vérifie aisément que f\ est une fonction paire. Posons /i(0) = 1 et f\{n) = e\ on a 
alors un prolongement continue sur R. Le graphe de /] et celui de la série de .Courier 
seront identiques. 
Le calcul des coefficients donne : 



,i = 

7Ï 

On a alors : 

e"-l 



a„ = 2 



t -1)"e"-l 



et b„ m 0. 



I 2 

n=1 



(-l)"e n -l 

»î + l 



cosfrrx) = 



>-x 



si X € [0, 7T) 

si x€[-n,0] 




Graphe de la fonction f(x) 




Graphe de la fonction S a (x) identique à celui de /, (x) 



b) Choisissons un prolongement impair et posons : f 2 (x) = { _, ' x *' ' "* . On 

remarque que / 3 est une fonction impaire mais n'est pas continue sur R . Elle est 
discontinue en tout point de la forme kn, k e Z. 
Le calcul des coefficients donne : 
*-0Vb, S H b *.(l-(-ire*) 



On a alors 



19 = 1 



71(1+ M 2 ) 

2/;(1-(-lï"e*) . I e ' 



si x G|0, ni 
si x €] — n, 

si x = ou x = ±n 
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Graphe de la fonction f 2 (*) 




Graphe de la série S 2 (x) 

c) Choisissons un prolongement ni pair ni impair et posons : fi(x) = e" si x G] - n, n|. On 

remanque que / est une fonction discontinue en tout point de la forme 77 + 2kn, HZ, 

On a 1-e résultât final : _ 

e* si xe\-n,7T\ 



Stf*) = 



e n -e-" 

77 



Ufk* 

2 è» 2 



— (cos(wx) - n sin(wx)) = { e n + e -n 



SI X = ±71. 



On a obtenu trois séries différentes qui valent exactement C sur l'intervalle )0, n(. On 
pouvait choisir d'autres prolongements et obtenir d'autres séries. 




Graphe de la fonction f 3 (x) 




Graphe de la série S 3 (x) 
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Remarque. Si on voulait une série de Fourier de période n, alors il n'y a qu'une seule qui 
coïncide avec f sur ]0.n[. On trouve 



S.W = 3îlJ> i\ + £ -J— (cos^u:) - 2H sin<2,ur)) 

* 11=1 



e* si xe|0,n[ 

1+e* 



si x = ou X = ri. 




Graphe de la série S 4 (x) 



Egalité de Parseval 



Théorème 3 

Égalité de Parseval : Soit / une fonction développable en série de Courier 
et de période T = — > 0, alors on a pour a réel quelconque : 

.2 oo 






Rcmaruues. l)Si fest périodique de période 2n, on a 



2) 



/ fonction paire =* / 2 fonction paire =» — + T^ = - / / : 



«si 



/ fonction impaire => /* fonction paire 



o 



£«-§!> 



(*)</* 



ûrWx 
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APPLICATIONS 

Exemple 1. / étant une fonction 27t-périodique telle que 



/(*> = 



1 Si XE]0,7lI 

-1 si xg]-*,0[ 



"Un AÏi 3rï ^2tt -n 



7ï 2n 3n An 5n 
-1 o » ° • °- 

Graphe de la fonction f(x) 



/ étant une fonction impaire =* a„ = 0, V/i € IM 

- r n y [0 si h est pair 

Ona:fc, = - sin(ni)dl = — (1 -(-1)")= 4 , |( 

rtj HR (— - SI M 



La série de Routier associée est ; 



est impair 

4 r* sin(2/r + l)x 1 1 si XQ]0,n[ 
"*' ~ n 2_i 2/i + l ~10 si x = ou si * = n 



'..-0 



p a 




o— — — — o 



^5n ^4tt -3n 3n -5 



» * 4 S 2^ 3 * 7, 4 * n 5n 



Graphe et la fonction S(x) 



Remarque 1 



4 ^ sin(2ii + l)7?/2 4 y- (-lf 

n=Ù "=0 



Pourx= n/2onaS(T I /2)=l = -^ Ï^Ti = ^2771 



Alors 



Z-2n + l 3 5 7 4 

Si 



Et d'après l'égalité de Parseval, on a 
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sf**- 1 •£»•*** 



n =0 
Et par suite on a 



,2 



1 7T 



(211 +1)2 8 

Remarque 2^ Posons S = 2;î=i "7 s ^ rie convergente d'après le critère de Riçmann. En séparant 
les pairs et les impairs, on a 

00 1 °* i 

S = 2-r (2Û)2 + Lj (2,i + 1)2 W " 

fi=l v ' ri=iO x J 

- v+m 1 * V+co * S 

Comme £,„= 17^2 — ^Ln=l~ = 7- En substituant dans l'égalité (•), 



on a 



00 « _«oo 



4 ta (2 " + 1 > 2 4 à^ + V « «H 2 **! 



Exemple 2. / étant une fonction 2ji-périociiquc telle que 

/M=M Si xe [-71,71] 

/ étant une fonction paire > £„ = 0, Vm g N 
Ona:« u= I Çw=- f^=-(ÇV = 7î. 

Puisona: rt(l = i [\\cosntdt=* f tcosnt M = ZfB&SEt L f*— # 

-2 f* . j» '2 /cosn<\ n 2 , k f° si M est pair 

"*Jo "** « >o W*V > J \~ si « est impair 

La série associée est donc 

n 4f cos(2/i + \)x 



*»-ï-ï£ 



(2n + l)2 ' 



f étant une fonction continue sur R, et admet partout des dérivées à droite et à gauche alors 

f(x) = S(x) t Vxe r. 
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_27i -n >Q " 2n 

Graphe de la fonction f{x) et celui de Six'). 
, Remarque. Pour x = 0, on a /(0) = et comme /(0) ■ 5(0), on déduit : 



oo 



S(0)=0= *_lr 



i 



^ i 



2 n£-(2n + l)* 






7P 



{2n + 1) 2 8 



L'égalité de Parseval donne 






Tï 2 7Ï 2 1 16 



3 4 2 



16^ 1 
772 Lu (2/i + !)•* 



2-. (2h + 1)* " 96 



Remarque. En écrivant 



On déduit alors 



ISS f» 1 = n 4 
16 Zj (2« + 1) 4 96 



D'où 



2-. n 4 " 90 

w=1 



Exemple 3, / étant une fonction 27i-périodique telle que 

f(x) = X Si X Q] - n, 7T[ 
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Graphe de la fonction f(x) 

/est une fonelîon impaire, continue pour toul xe R, sauf aux points x = (2k +■ l)n,k e S. Elle 
admet en chaque point une dérivée à droite et une dérivée à gauche. Elle admet un développement en 

série de Fourier. / : impaire => a n = 0, vn e N, et l'on a 






b.,z - | tsin(nt)dt = - 



-t cos nt\ n 



mnt \» rcos 



Hl 



fl 



2(-l) 



Hi-l 



(-iy 



*i 



._,,__,,. . [/<*) sii#(2fc + l)navec*€Z 

S<*) = 2 Y* — — sin»Lr=| 

»=i " (0 si x =(2fc + l)7i avec IceZ 




Graphe de la fonction S(x) 
Remarque. En appliquant l'égalité de parseval, on obtient 

2^ï» 2 «Jo 3 éï» 2 6 

Exemple 4. / étant unie fonction 2n-périodique telle que 

f(x) = X 2 Si X €1-71,71) 

/ est une fonction paire, continue pour tout xe R. Elle admet en chaque point une dérivée à droite et 
une dérivée à gauche. Elle admet un développement en série de Fourier. 
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-6n -5tt -47T -37î -2n -n 



® n 2n 3n 4tï 5tï 67t 



Graphe de la fonction f{x) et celui de5(x). 

/ : paire =» b n = 0, Vn 6 N. cl l'on a 



«0 



2f ff , 2tt 2 2f 

= - t 2 dt = -— et a n = - 



2 f» , 4(-l) n 
t 2 cosntdt = = — 



n' 



Comme / est continue sur R, on a donc f(x) = S{x), on a donc 



00 



4(-l) 



SW = T + IL ^F" cos "* = f (x) v * eR 



'1=1 



Le graphe de f{x) et de S(x) sont identiques. 

Remarque. Pour x = 0, on a /(O) = et comme /(o) = 5(0), on déduit que X„=l —^~ = ^- 

Exemple 5. f étant une fonction de période 2 telle que 

X si < .r < 1 

m = • 

^ si 1<*<2 




-6' -5 -4 -3 -2 



Graphe de la fonction f(x). 



f n'est ni paire ni impaire et ne présente des discontinuités que pour les points d'abscisses un 
nombre entier positif ou négatif. / admet alors un développement de Fourier. 



2n 



Onap = — =2«ùj = jt. 



H 
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f»0 = 



fi- 



'// 



Ih, = 



- W)dt= \ f(t)tit = 

11 Jn/a> Jo Jo 

f\ , -/, f* cos imt , t 

I I COS Mil ill + I lit = 

Jo Ji 2 

r. .a r s-m >mt w. (-i) n+i -i 

Jo Jl 2 2»7T 



(-1)" - 1 

n 2 n 2 



La série de Fouricr associé à / est donc 



1 2 v^i ' cos(2» + 1)?» 1 v^i sm2nnx 






(2n + 1)2 



i T-i sin z/ 

277^ // 



En prenant les demi - sommes aux points des discontinuités, on pour x € [0, 2[, 



1 2 y* cos(2ii + 

2 " 7? 2-1 (2// + 



i 2 y-» c os(2» + 1)tt.y J_ y sin 2/m.v 

,,. < 2 " +i > 2 "^«r » 



-r si x = 
4 

X si < * < 1 



7 s> x = 1 
4 

- si 1 < x < 2 



-6 -fe -4 ■ ! » -S -t 




O 




? 




r-6 



Graphe de la fonction 5(x). 
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Exemple 6. Donner la série de FooriCT en sinus de la fonction 

f(x) = cosx pour X €]Ô, 7t[. 



On va faire un prolongement en fonction impaire de la fonction /. Comme la fonction sinus est de 
période 2n, posons alors : 



m = 



f(x) = cos -Y si .r € |0, n \ 
-/<-. v) = - cos X si .r € j - 7?, 0( 



La fonction / est une fonction impaire de période 2n, continue partout sur M sauf aux points X — kn 
où k € 2, où elle n'est pas définie, et coïncide avec la fonction / sur ]0.n[. Elle admet donc un 
développement de Fourier. Comme / est impaire alors a n m 0, et on trouve par calcul d'intégrales 

que 

8/7 



''2/1+1 = Oet b-2n = 



7T(4il 2 - 1) 



Et alors 



8» 



n(4^-l) S ' n2 " T 
Remarque. La demi somme aux points de discontinuité est égale à 0, et on a 

cos.Y si.velJ]2A-7ï,(2fc + l)7T[ 



n-1 



»sin2».Y 
4ll 2 -l 



ftez 

-cosJC si.Y€M]<2jfe + l)7i / (2A + 2>7i[ 
lez 
si x = kn, k G Z 



La fonction S(x) est périodique de période n. 



i-2rc 








-1 

Graphe de la fonction S(x). 



n 



-é 

:2n 
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Quelques développements intéressants. 

l)aeR\Zetx6[-7r,7r] 



2i\ sin 7T(V [ 1 



« 



n-1 



2) Fonction impaire de période 2Z, alors 



1 tu: 4 ri (-1)"» . 2II7I.Y 



3) 



2 C 






sin — pour £ a* < - 

pour — < x < f 

1 f 

2 pourv=- 



«i 



Esi n nx 
il 



— 71 — X 



2 

7T — JC 



pour — 2rr < x < 
^ pourO < .v < In 

O pour A* = 0, x = 2n, x 



= -2rc. 



4) 



ÇW 



ZCOSH.V 



3.Y 2 + 67T.V + 2tt 2 

12 

3.V 2 - 67YA- +■ 27T 2 

12 



pour — 27ï < x < 



pour < * < 2n 



5) 



« 



M-l 



sin nx 



IV 



X 2 + 37T.Y + 27Ï 2 X 

12 

.Y 2 - 377* + 27T 2 .Y 

12 



pour — 2tt < x < 
pour < * < 2n 
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Exercices! 



^ ^ Contrôles Continus ^ ^ 

Langues mtu^S ti 

Thermodynamique -^ # ^ S 

Multimedia [jlVGfS 
Economie Travaux Dirigés ±i 

Chimie Orqanique 2 

Q 

et encore plus.. 



